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Résumé. — Je démontre que le groupe fondamental d’une variété normale rationnellement
connexe par chaînes est fini. La démonstration est valable en caractéristique différente de zéro.
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Abstract (On the fundamental group of rationnally connected varieties)
I show that the fundamental group of a normal variety which is rationally chain connected is
finite. The proof holds in non-zero characteristic.
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Cette note a pour but de donner la démonstration du théorème suivant :
Théorème. — Soit k un corps algébriquement clos et soit X un k-schéma normal qui est
rationnellement connexe par chaînes.
a) Le groupe fondamental de X est fini ;
b) Si k = C, il en est de même de son groupe fondamental topologique.
c) Si la caractéristique de k est un nombre premier p, le groupe fondamental de X est
d’ordre premier à p.
Rappelons qu’une k-variété est dite rationnellement connexe par chaînes si pour tout
corps algébriquement clos Ω contenant k, il passe par deux points généraux de X(Ω) une
courbe connexe propre dont la normalisée est une réunion disjointe de droites projectives
— autrement dit, deux points généraux sont joints par une chaîne de courbes rationnelles
propres.
Si k est de caractéristique nulle et X lisse, on sait plus généralement que X est algébri-
quement simplement connexe, et même topologiquement simplement connexe si k = C
(Campana [2], Kollár, Miyaoka, Mori [14]). La démonstration de Kollár, Miyaoka et Mori
repose sur le fait que des chaînes de courbes rationnelles peuvent être contractées en une
seule (lissification de courbes rationnelles), et cela nécessite que X soit propre, lisse et
définie sur un corps de caractéristique zéro. Celle de Campana ne lissifie pas les courbes
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rationnelles mais utilise la finitude du groupe fondamental topologique et la théorie de
Hodge qui, sous ces hypothèses, entraîne que H i(X ,OX) = 0 pour i > 0.
Ce dernier point n’est pas nécessairement vérifié si la caractéristique du corps de base
est différente de zéro, comme le montre l’exemple des surfaces construites par Shioda [15]
qui sont à la fois de type général et unirationnelles ; elles ne sont d’ailleurs pas simplement
connexes. En revanche, il résulte du théorème de de Jong et Starr [11] et d’arguments de
Kollár (voir [6]) qu’une variété séparablement rationnellement connexe est simplement
connexe. Je ne sais pas si la méthode que suit Kollár dans [12] pour démontrer le théorème
en caractéristique zéro permet de traiter le cas général.
Rappelons aussi que d’après un théorème fondamental de Campana [1] et Kolllár,
Miyaoka, Mori [13], les variétés de Fano (propres, lisses, connexe à fibré anticanonique
ample) sont rationnellement connexes par chaînes. Leur démonstration est valable en ca-
ractéristique quelconque (cf. [5]). Le groupe fondamental d’une variété de Fano est donc
toujours fini.
Démonstration
Lemme 1. — Soit Ω une extension algébriquement close de k. Soit FΩ : P1Ω → XΩ une
courbe rationnelle de XΩ. Soit x0 = FΩ(0) et x∞ = FΩ(∞) ; ce sont des points de XΩ.
Notons V0 et V∞ l’adhérence de leurs images dans X.
Alors, il existe un k-schéma intègre T , un morphisme F : P1T → X tel que les mor-
phismes F0 et F∞ définis par F0(t) = F(0, t) et F∞ = F(∞, t) soient dominants sur V0 et
V∞.
Il existe une k-algèbre de type fini A, contenue dans Ω et un morphisme FA : P1A → XA
tel que FΩ = FA⊗A Ω. Soit F le corps des fractions de A. On a alors le diagramme de
schémas
SpecA
0 //
F0
''
∞
//
F∞
77P1A
FA // XA
p
// X
Si F est le corps des fractions de A, cela signifie que les points x0 et x∞ appartiennent à
X(F), et qu’ils s’étendent en des morphismes f0, f∞ : SpecA→ X . L’image par f0 du le
point générique de SpecA est le point générique de V0. Par suite, l’image de f0 contient un
ouvert dense de V0, et de même pour f∞. (Comme f0 est continue, f−10 (V0) est une partie
fermée de SpecA qui contient son point générique (d’image x0), donc est égale à SpecA.
Réciproquement, f0(SpecA) est une partie constructible de X qui contient x0, donc elle
contient un ouvert dense de V0.)
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Pour démontrer le théorème, nous pouvons supposer que le corps k n’est pas dénom-
brable. Soit d un entier, 0 6 d 6 dimX . L’ensemble des sous-schémas intègres de X qui
sont de dimension d n’est pas dénombrable, si bien que toute famille dénombrable de
sous-variétés de X évite au moins un point de X dont l’adhérence est de dimension d. Si
Ω désigne la clôture algébrique du corps des fonctions de X , il existe alors dans X(Ω)
des points généraux dont l’adhérence dans X est de toute dimension, en particulier de
dimension 0 (un point de X(k)) ou de dimension dimX (un point « générique »).
La définition que X est rationnellement connexe par chaînes implique qu’il existe une
chaîne de courbes rationnelles qui joint un point général x0 ∈ X(k) à un point générique
xm ∈ X(Ω). D’après le lemme 1, il existe une suite de sous-variétés intègres V0, . . . ,Vm ⊂
X , V0 étant un point, et Vm = X , et pour tout entier i ∈ {0; . . . ;m− 1} une famille de
courbes rationnelles intègres
P1×T F−→ X
telle que les morphismes F0 : T → X et F∞ : T → X , définis par F0(t) = F(0, t) et F∞(t) =
F(∞, t) soient d’image denses dans Vi et Vi+1 respectivement.
Quitte à remplacer T par un ouvert, on peut supposer qu’il est normal, ainsi que Vi et
Vi+1.
Lemme 2. — Soit f : X → Y un morphisme dominant entre schémas intègres normaux.
Soit x un point géométrique de f , y = f (x). L’image de pi1(X ,x) dans pi1(Y,y) est d’indice
fini.
D’après ce lemme, l’image de pi1(T ) dans pi1(Vi) et dans pi1(Vi+1) est d’indice fini. Le
diagramme
pi1(T ) //
f0 ∼

pi1(Vi)
$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
pi1(P1×T ) // pi1(X)
pi1(T ) //
∼f∞
OO
pi1(Vi+1)
::ttttttttt
montre alors que les images de pi1(Vi) et pi1(Vi+1) dans pi1(X) sont commensurables, le
sous-groupe image de pi1(P1T ) étant d’indice fini dans chacun d’eux.
Comme V0 = {x0} et Vm = X , le groupe fondamental de X est fini, ce qui termine la
démonstration des assertions a) et b) du théorème.
On démontre alors l’assertion c) par des techniques de cohomologie p-adique qui com-
binent le théorème d’Esnault [9] et des arguments d’Ekedahl [8]. Je renvoie à [4] pour les
détails.
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Démonstration du lemme 2. — P. Deligne démontre ce lemme à la fin de Théorie de Hodge
II, dans le cas de schémas lisses sur C ([7], lemme 4.4.17). Sa démonstration reste valable
quasiment mot pour mot dans le cas qui nous intéresse.
Soit en effet t un point fermé de la fibre générique de f , T son adhérence de Zariski
de f . C’est un sous-schéma fermé de X et f induit un morphisme génériquement fini
f : T → Y . Il existe un ouvert dense U ⊂ Y tel que V = f−1(U)∩T soit un revêtement
étale de U . Considérons alors le diagramme de groupes fondamentaux
pi1(V ) //
α

pi1(X)
f∗

pi1(U)
β
// pi1(Y ).
L’image de pi1(V ) par l’application α est d’indice fini dans pi1(U) car V → U est un
revêtement étale.
D’autre part, U est un ouvert dense dans Y qui est un schéma normal ; par suite, l’homo-
morphisme pi1(U)→ pi1(Y ) est surjectif. Cela signifie en effet que la restriction à U d’un
revêtement étale connexe, resp. d’un revêtement topologique connexe de Y est connexe.
Considérons un tel revêtement pi : ˜Y → Y . Si Z = X \U , on a pi−1(U) = ˜Y \ pi−1(Z) et
pi−1(Z) est un fermé algébrique strict (resp. un espace analytique « nulle part dense »
dans le cas topologique) de ˜Z. De plus, ˜Y est un schéma normal (resp. un espace ana-
lytique normal dans le cas topologique). donc est irréductible. Dans le cas algébrique,
pi−1(U) est alors irréductible, donc connexe. Dans le cas topologique, il résulte du théo-
rème p. 145 de [10] que pi−1(U) est connexe.
L’image de pi1(V ) dans pi1(Y ) est ainsi d’indice fini, et il en est a fortiori de même de
l’image de pi1(X).
Remarque. — La même méthode permet de retrouver partiellement un résultat de Cam-
pana. Soit C une classe de groupes qui est stable par sous-quotient et extension par un
groupe fini. Supposons que deux points généraux d’une variété X , propre et normale,
soient reliés par une chaîne de sous-variétés Z j telles que pour tout j, im(pi1(Z j)→ pi1(X))
appartienne à C . Alors, si C est de plus stable par extension, on a pi1(X) ∈ C . Cela s’ap-
plique en particulier si C est la classe des groupes virtuellement (pro)-polycycliques ou
(pro)-résolubles.
En caractéristique zéro, Campana démontre aussi dans [3] ce résultat pour les classes
des groupes virtuellement (pro)-nilpotents ou (pro)-abéliens (qui ne sont pas stables par
extension). Il serait intéressant de le démontrer en caractéristique positive.
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